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Аннотация. В данной работе изучается одна из классических про-
блем геометрической теории функций комплексного переменного о
максимуме функционала
[r (B0; 0) r (B1;1)]
nY
k=1
r (Bk; ak) ;
где n 2 N, n > 2,  2 R+, An = fakgnk=1 – система точек, такая
что jakj = 1, a0 = 0, B0, B1, fBkgnk=1 – совокупность взаимно не-
налегающих областей, ak 2 Bk  C, k = 0; n, 1 2 B1  C, r(B; a)
– внутренний радиус области B  C относительно точки a 2 B.
В работе рассматривается эта задача при некоторых более слабых
ограничениях на взаимное неналегание областей.
2010 MSC. 30C75.
Ключевые слова и фразы. Внутренний радиус области, непере-
секающиеся области, лучевые системы точек, разделяющее преобра-
зование, квадратичный дифференциал, функция Грина.
В настоящее время задачи об экстремальном разбиении компле-
ксной плоскости занимают значительное место в геометрической те-
ории функций комплексного переменного и имеют богатую историю.
Впервые экстремальные разбиения рассматривались при получении
оценок произведения степеней конформных радиусов неналегающих
областей. Эта тематика восходит к статье М. А. Лаврентьева 1934
года [1] и впоследствии развивалась в работах многих авторов (см.,
например [2–12]). Следует отметить, что важным элементом исследо-
вания экстремальных задач являются результаты теории квадрати-
чных дифференциалов, описывающие локальную и глобальную стру-
ктуру их траекторий [2].
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Пусть N, R – множества натуральных и вещественных чисел, соо-
тветственно, C – комплексная плоскость, C = C
Sf1g – расширенная
комплексная плоскость или сфера Римана, R+ = (0;1). Пусть
r(B; a) =
8<:exp(limz!a(gB(z; a) + log jz   aj)); a 6=1exp(lim
z!a(gB(z; a)  log jzj)); a =1
– внутренний радиус области B  C, относительно точки a 2 B, где
gB(z; a) – обобщенная функция Грина области B.
Систему точек An := fak 2 C; k = 1; ng, n 2 N, n > 2 назовем
n-лучевой, если jakj 2 R+ при k = 1; n и
0 = arg a1 < arg a2 < ::: < arg an < 2:
Введем обозначения
Pk = Pk(An) := fw : arg ak < argw < arg ak+1g; an+1 := a1;
k :=
1

arg
ak+1
ak
; k > 0; n+1 := 1; k = 1; n;
nX
k=1
k = 2: (1)
Пусть D – открытое множество в C, содержащее лучевую систему
точек An = fakgnk=1. Если a 2 D, то обозначим через D(a) связную
компоненту D, содержащую точку a; Dk(ap) – связную компонен-
ту множества D(ap) \ Pk(An), содержащую точку ap, p 2 fk; k + 1g,
k = 1; n; Dk(0) – связную компоненту множества D(0) \ Pk(An), со-
держащую точку w = 0; Dk(1) – связную компоненту множества
D(1) \ Pk(An), содержащую бесконечно удаленную точку.
Внутренним радиусом r (D; ak) открытого множества D относи-
тельно точки a называется внутренний радиус связной компоненты
множества D, содержащей точку a.
Пусть открытое множество D содержит точки w1 = 0, w2 = 1 и
произвольную n-лучевую систему точек An = fakgnk=1, тогда будем
говорить, что такое множество удовлетворяет условию неналегания
относительно системы точек An, если множества Dk(ak), Dk(ak+1),
Dk(0) и Dk(1) попарно не пересекаются для каждого k = 1; n.
Пусть fBkgnk=1, B1, B0 – произвольный набор областей таких,
что 0 2 B0  C, 1 2 B1  C, ak 2 Bk  C, k = 1; n. ПустьeD = nS
k=1
Bk [B0 [B1. Будем говорить, что система B1, B0, fBkgnk=1
удовлетворяет условию частичного налегания относительно некото-
рой системы An, если открытое множество eD удовлетворяет условию
неналегания относительно этой же n-лучевой системы точек An.
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Рассмотрим следующую экстремальную задачу.
Задача. При всех значениях параметра  2 R+ найти максимум
функционала
Jn() = [r (B0; 0) r (B1;1)]
nY
k=1
r (Bk; ak) ; (2)
где n 2 N, n > 2, An = fakgnk=1 – n-лучевая система точек такая,
что jakj = 1, a0 = 0, B0, B1, fBkgnk=1 – совокупность областей, удов-
летворяющих условию частичного налегания относительно системы
An, ak 2 Bk  C, k = 0; n, 1 2 B1  C, и описать все экстремали.
При  = 12 и n > 2 оценка для функционала (2) для системы
неналегающих областей которые рассположены на единичной окру-
жности была найдена в работе [3, с. 59]. Этот результат был усилен
в работе [9, с. 267]. Некоторые частные случаи сформулированной
выше задачи были также рассмотрены в работах [5, 6].
В данной работе мы рассматриваем выше сформулированную за-
дачу при определенных ограничениях на величины k, k = 1; n. Пусть
y0  0; 884414 – корень уравнения
ln
y2
1  y2 =
1
y2
: (3)
Тогда имеет место следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть n 2 N, n > 2,  2 (0; n), n = 14y20n2. Тогда для
любой n-лучевой системы точек An = fakgnk=1 такой, что jakj = 1,
0 < k 6 y0=
p
, где y0 – корень уравнения (3), k = 1; n и любого
набора областей Bk, a0 = 0 2 B0  C, 1 2 B1  C, ak 2 Bk  C,
k = 1; n, удовлетворяющего условию частичного налегания относи-
тельно лучевой системы An, справедливо неравенство
Jn() 6

4
n
n  4
n2
 2
n
1  4n2  2n +n2
n  2pn+ 2p
2
p

: (4)
Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда точки 0,
1, ak и области B0, B1, Bk, k = 1; n, являются, соответственно,
полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала
Q(w)dw2 =  w
2n + (n2   2)wn + 
w2(wn   1)2 dw
2: (5)
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Доказательство. Рассмотрим открытое множество
eD = n[
k=1
Bk [B0 [B1:
Очевидно, что r (Bk; ak) 6 r
 eD; ak = r  eD(ak); ak : Отсюда
[r (B0; 0) r (B1;1)]
nY
k=1
r (Bk; ak)
6
h
r
 eD; 0 r  eD;1i nY
k=1
r
 eD; ak :
Пусть  = k(w) обозначает ту однозначную ветвь многозначной ана-
литической функции  i  e i arg akw 1k , k = 1; n, которая осуществля-
ет однолистное и конформное отображение P k на правую полупло-
скость Re  > 0. Рассмотрим систему функций
 = k(w) =  i
 
e i arg akw
 1
k ; k = 1; n:
Пусть 
(1)k , k = 1; n, обозначает область плоскости C , полученную в
результате объединения связной компоненты множества k(Bk
T
P k),
содержащей точку k(ak), со своим симметричным отражением отно-
сительно мнимой оси. В свою очередь, через 
(2)k , k = 1; n, обозна-
чаем область плоскости C , полученную в результате объединения
связной компоненты множества k(Bk+1
T
P k), содержащей точку
k(ak+1), со своим симметричным отражением относительно мнимой
оси, Bn+1 := B1, n(an+1) := n(a1). Кроме того, 

(0)
k будет обо-
значать область плоскости C , полученную в результате объеди-
нения связной компоненты множества k(B0
T
P k), содержащей то-
чку  = 0, со своим симметричным отражением относительно мни-
мой оси. Аналогично, 
(1)k будет обозначать область плоскости C ,
полученную в результате объединения связной компоненты множе-
ства k(B1
T
P k), содержащей точку  = 1, со своим симметри-
чным отражением относительно мнимой оси. Ясно, что k(ak) :=  i,
k(ak+1) := i, k = 1; n. Из определения функций k вытекает, что
jk(w) + ij  1
k
jw   akj; w ! ak; w 2 Pk;
jk(w)  ij  1
k
jw   ak+1j; w ! ak+1; w 2 Pk;
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jk(w)j  jwj
1
k ; w ! 0; w 2 Pk;
jk(w)j  jwj
1
k ; w !1; w 2 Pk:
Используя соответствующие результаты для разделяющего преобра-
зования [3, 7], имеем неравенства
r (Bk; ak) 6
h
kr



(1)
k ; i

 k 1r



(2)
k 1; i
i 1
2
; (6)
r (B0; 0) 6
"
nY
k=1
r
2
k



(0)
k ; 0
# 12
; (7)
r (B1;1) 6
"
nY
k=1
r
2
k



(1)
k ;1
# 12
: (8)
Условия реализации знака равенства в неравенствах (6)–(8) описаны
в работе [7, с. 29]. На основании этих соотношений получаем нера-
венство
Jn() 6
 
nY
k=1
k
!

(
nY
k=1

r



(0)
k ; 0

r



(1)
k ;1
2k
r



(1)
k ; i

r



(2)
k ; i
) 12
:
Знак равенства в последнем неравенстве достигается тогда, когда ре-
ализуется знак равенства в неравенствах (6)–(8) при всех k = 1; n.
Далее, из последнего соотношения на основании теоремы 4.1.1 [8],
следствия 4.1.3 [8] и инвариантности функционала
r (B1; a1) r (B3; a3)
ja1   a3j2
 r (B2; a2) r (B4; a4)
ja2   a4j2

;
имеем
Jn() 6 2n 
 
nY
k=1
k
!
(9)

nY
k=1
8<:r e
(0)k ; 0 r e
(1)k ;12k r
e
(1)k ; i r e
(2)k ; i
j( i)  ij2
9=;
1
2
;
где области e
(0)k , e
(1)k , e
(1)k , e
(2)k и точки 0, 1,  i, i, есть, соответ-
ственно, круговые области и полюсы квадратичного дифференциала
Q(z)dz2 =  
z4 + 2

1  2
2k

z2 + 1
z2(z2 + 1)2
dz2:
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Каждое выражение, стоящее в фигурных скобках последнего нера-
венства, является значением функционала
K = [r (B0; 0) r (B1;1)]
2  r (B1; a1) r (B2; a2)ja1   a2j2
на системе неналегающих областей fe
(0)k ; e
(1)k ; e
(2)k ; e
(1)k g и соответ-
ствующей системе точек f0; i; i;1g (k = 1; n). На основании леммы
4.1.2. [8], получаем оценку
K 6 ();  > 0;
где () = 22  j1   j (1 )2  (1 + ) (1+)2 . Тогда
Jn() 6

2p

n " nY
k=1


22k+2
k  j1  kj (1 k)
2  (1 + k) (1+k)2
# 12
;
где k = k
p
, k = 1; n. Пусть
S(x) = x2x
2+2  j1  xj (1 x)2  (1 + x) (1+x)2 и 	(x) = ln(S(x)):
Тогда
	0(x) = 4x ln(x)  2(x  1) ln jx  1j   2(x+ 1) ln(x+ 1) + 2
x
;
	00(x) = 2 ln
x2
jx  1j(x+ 1)  
2
x2
:
Функция 	(x) при x > 0 имеет единственную точку перегиба y0 
0; 884414. Таким образом, получаем, что S(x) – логарифмически выпу-
клая функция на промежутке [0; y0]. Так как xk 2 (0; y0], k = 1; n,
тогда имеет место соотношение
1
n
nX
k=1
lnS (xk) 6 lnS
0BB@
nP
k=1
xk
n
1CCA :
Это равносильно тому, что
ln
 
nY
k=1
S (xk)
! 1
n
6 ln

S

2
n
p


:
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Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда
1 = 2 = : : : = n =
2
p

n
;
то есть когда k = 2n , k = 1; n. В этом случае из (9) следует, что
Jn() 6 J0n()
=

4
n
n 
(r (D0; 0) r (D1;1))
4
n2  r (D1; i) r (D2; i)j( i)  ij2
n
2
;
где D0, D1, D1, D2, – круговые области квадратичного дифферен-
циала
Q(z)dz2 =  
4
n2
z4 + 2

4
n2
  2

z2 + 4
n2
z2(z2 + 1)2
dz2: (10)
Отсюда окончательно имеем
Jn() 6

2p

n 
S

2
n
p

n
2
:
Используя конкретное выражение для S (x), получаем основное не-
равенство теоремы 1. Осуществляя в (10) замену переменной по фор-
муле z =  iw n2 ; получаем квадратичный дифференциал (5). Знак
равенства в неравенстве (4) проверяется непосредственно. Теорема 1
доказана.
Из теоремы 1 для точек расположенных на единичной окружно-
сти и взаимно неналегающих областей, получаем следующее утвер-
ждение.
Следствие 1. Пусть n 2 N, n > 2,  2 (0; n), n  0; 195547n2. То-
гда для любых различных точек ak, k = 1; n, единичной окружности
jwj = 1 таких, что 0 < k 6 y0=p, где k, k = 1; n, определяются
равенствами (1), y0  0; 884414, и любого набора взаимно неналега-
ющих областей Bk, a0 = 0 2 B0  C, 1 2 B1  C, ak 2 Bk  C,
k = 1; n, справедливо неравенство (4). Знак равенства в котором
достигается при выполнении условий теоремы 1.
Поскольку в работах [3, с. 59], [9, с. 267] для n = 2 было получено,
что 2 = 0; 5, то приведем следующее утверждение.
Следствие 2. Пусть n = 2,  2 (0; 2), 2  0; 782188. Тогда для лю-
бых различных точек a1 и a2 единичной окружности jwj = 1 таких,
что 0 < k 6 y0=
p
, где k, k 2 f1; 2g, определяются равенствами
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(1), y0  0; 884414, и любого набора взаимно неналегающих областей
Bk, a0 = 0 2 B0  C, 1 2 B1  C, ak 2 Bk  C, k 2 f1; 2g,
справедливо неравенство
[r (B0; 0) r (B1;1)] r (B1; a1) r (B2; a2)
6 [r (0; 0) r (1;1)] r (1; 1) r (2; 2) ;
где области 0, 1, 1, 2, и точки 0, 1, 1, 2, есть круговые
области и, соответственно, полюсы квадратичного дифференциала
Q(w)dw2 =  w
4 + (4  2)w2 + 
w2(w2   1)2 dw
2:
Авторы выражают благодарность рецензенту статьи за очень вни-
мательное прочтение работы и сделанные замечания.
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